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Vorwort

Diese Sammlung von fast 50 teils umfassenden Aufgaben zur linearen Algebra enthalt auch

die Trainingsaufgaben von
Text 61001 Vektorraum-Einfuhrung Wichtig:

Da sehr oft Gleichungssysteme zu I8sen sind, kommen verschiedene Berechnungsverfahren zum
Einsatz: Additionsverfahren zur Eliminierung, GauB-Algorithmus und Determinantenverfahren
(Cramersche Regel). Bei allen Berechnungsverfahren sind unterschiedlick ~de Ergebnisse
moglich. Sowie man bei der Losung eine freie Wahl hat, hangt die D2 .iungsform . davon ab,

wie man wahlt. Dann kann die inhaltlich gleiche Losungsmenge gar anders dargestellt .
In einem solchen Fall empfiehlt sich dann eben die Probe.

Ein Teil der Aufgaben rechnet mit Zeilenvektoren, meis* her sin..  Spaltenvektorer
Werden Zeilenvektoren als ,absolute Darstellungsformg <«  <omme. “nalte- oren als

.relative® Darstellungsform bzw. einer bestimmten Basis da

Einige Aufgaben beziehen sich auf Vektor - R,
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Aufgaben
Stelle X als Linearkombination von aund b dar (Zeilenvektoren): L:12
@ x=(-8/16), a=(2I5), b=(-4I2)
(b) x=(2|5), a=(-5]4), b=(3]7)

) x=(5|8), a=(2]4), b=(36)

Stelle x als Linearkombination von aund b dar (Spaltenvektoren): L:13
- [(-6) - = (= - L (2) - (-
R S I - RE AR NE
o 5(8) (ool
Bestimme die Dimension der linearen Hdllen und gib eine B:  : an. L: 14
Lo—|(34) (51 L. —|(48] (20 _| (== 5)8
1o \-28) 42 271130/\16 “[\12)  n)r\48
Fir welches k ist L: 15
. (14 _[[24) (15 X ( ﬂ) ‘] 8
@ 5]« 5o} (s3] e )
Gegeben sind die vier\V  uren des R®: L: 16

a=(41-1), b= v2),c=(- .3),d=(-, )

Berechne damit die.  'meark  Jinationen:

X, =5a-3¢, X, = +5¢, , =103 -5b - 7¢ + 3d
X, =" “.=4d0 +3b X =a+2b+3C-4d.
@ Jle d als Linearko, nation ve. & b, & dar: L: 16

QI

SRR

(a) *d=|3|,a:- .[b=(2|,c=|1

5 2 1 1
-3 L)
=1, b=l 1|, c=|3
1 -3 -1
-3+
a=|1|, b=l 1|, c=|3
1 -3 -1

Stelle den Vektor X als Linearkombination von 3a,bund¢ dar: L:18

Q)

(b) mit dszJJ’

17
() mit z= (10],
6

@ x=(5/5]-8), a=(4]1-1), b=(3]|2]4), ¢=(10]-3)
(b) x=(4]-2/0), a=(1]-2|-3), b=(11]2), ¢ =(1]-1]-1)
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Untersuche die lineare Abhangigkeit dieser Vektoren: L: 19

i) v el
el o el
el

@ Bestimme k € R so, dass die Vektoren unabhangig sind: L: 20

1 3 0 1\ k .
a) 4 |, 11, ¢=|1 b) a=|k oo=[1] ¢c=|1
3 ~1 k 0 -1 L)
k 3 0
3|, k—-1{, ¢=|2
0 0 1

L:21
5 (2)_. (a 3
Bestimme aeR sodass x =| 3| eine Linearkombinati. von . 3 |,b=|-1]|,c=|-4]ist.

(o2

[
Il

o
I

T
I

[O2
I

Tl
I

c)

a i 0 -2
N (2
Zeige,dass a=| 3 |, b=/~ &=[-1, <Bas. & Hilden. L: 22
<) s

R
Berechne die Koor” ..en von aJ ] beziglic. - neuen Basis.

o

2 ‘ -1
Zeige, dase = — (—81, b. | ¢= [19) .ne Basis des R® bilden. L: 23
K 1

nn man die Vektore, 1= [ 2| dnd e= [—2} dennoch durch 3,bund ¢ darstellen?
4

1 1
Fuar welc Verte k' :n 1] ; bk [ J und ¢ C, = {1] eine Basis des R® ? L: 24
1

k

-2
Welche Koordinaten hat ( J bezlglich dieser Basis im Falle k=-17?

1 -1 k
(a) Firwelche k stellen a=|2 ;b =|k |undc, =|5 | eine Basis des R* dar? L:25
1 2 4

_ 2k
(b)  Welche Koordinaten hat d, = (4 ] bezlglich dieser Basis?
2

(c)  Uberpriife, ob (im Falle k = 1) der Vektor 81 durch sie darstellbar ist und wenn ja, wie.
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t 1 1 2

1 t -1 1
Gegeben sind &= {3] b= [0} ¢ =[ 1 } sowie X = {4} L: 26

a) Fiir welche Werte von t sind 3,b und ¢ linear abhangig?

Stelle in diesen Fallen C als Linearkombination von @ und b dar.
b) Stelle X im Falle der linearen Unabhangigkeit durch a,b und ¢ dar.

c) Es gibt eine homogene lineare Gleichung, die fiir t =1 die Vektoren @ und b zur
Lésung hat. Bestimme sie.

Abhingigkeit im R* L: 28
1 1 _ (0
Gegeben sind die Vektoren a = 8 ; b= ? ; C= 1
1 0 1
a) Zeige, dass sie linear unabhangig sind.
~ 1
b)  Stelle den Vektor x = ?1 durch diese Ve, re. .
6
N
c) Untersuche, ob 3,b,¢ und a e = unabhe 1ig sind.
\
{“\ 2} -1 ’OW 1
; = A 4| 5 _ 2 _|13 .
Gegebensind a "I’ b=| 5 5 d= &= L: 30
0 L4) -1
a) Zeige, dass a, L ¢ linearun-  .ngig sind.
b) sie a . mearkoi. ator L3 b und ¢ dar.
Stelle € alsL.  rkombin. unaus 3 b und ¢ dar.
1 -1 1 2
Gege. inddieVek' .n a=|3|:b=|) [ic=|5|undd=|;" L: 31
3 2 1 -2

a) Zeige, a. . diese Vektoren eine Basis des R* bilden.

-2

b) Gilt ; = € [; , 6 , 6] ? Wenn ja, stelle ihn als Linearkombination dar.

5

5

11

c) Sind a,b,¢undé linear unabhéngig?
4

d)  Fir welches k gilt x = g e[c:d]?
8
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Aufgaben mit Basiswechsel

1 1 0
Gegeben ist die Basis B=1b,=| 1|, b,=|0|, b;=| 1| | des VektorraumsR®. L: 33
0 E 1 E 1 E
10
Rechne den Vektor x =|-3| auf die Basis B um. E sei die Standardbasis.
3 E
(3 L (2 ~ 1
Gegeben sind die Vektoren a = 02 ; b= —; und ¢, = 1k fir keR L: 34

a) Fir welche Werte von k bilden 8 b und ¢ auch eine Basis ™

6k +6
b)  Welche Koordinaten hat der Vektor x :[ 3 J bzc erBasis B= {é, b,
-5

1 - .
c) Essei d= (2} . Furwelches r ist de [7 2
r

N
|

1) . ) 2
Gegeben sind die Vektoren b = (3) by = (1 una - (aj . L:35
=

a) Zeige,dass B={b;b."b,} € calls. asis. 3R’ ist.

-

b) Berechne die Koc  .aten von )?:L bzgl. de:  asis B.
c) Bilden X, ¥ .d b, eber .eineBasis. R*?

2) 3 1y . (10
Geoehensind die  aren é:(1 ,:[—4],6:(3],d:[—13J L: 36

5 5 -3

Zeige, dass dic  toren a, < eine Basis des Vektorraums R’ bilden.
Stelle den Vektor durch diese Basis dar.
c) Yilden die Vektorr &, b und d ebenfalls eine Basis des R°?

_ 1
d)  We rVek* arbeziiglich der Basis {é, b, 6} durch x :[—2} dargestellt?
3

Bestimme die L .nension des aus a = (1|11), b =(1]k|1) und € =(1/1]k) erzeugten
Vektorraums mit ke R . L: 36

2) . (0 1 (2
Gegeben sind die Vektoren &, =|0|, b,=| 4 |, ¢=|{1| und d=| 4. L: 37
t 2t 0 3

a)  Firwelches tbilden &, b, und d eine Basis des R’ ?

b)  Berechne die Koordinaten von ¢ beziiglich {53,63,8} :

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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Es sei {51 b, ;53} eine Basis des R>. L: 38
Zeige, dass dann auch ¢, =2b, +3b, b,
¢, =b, +b, +2b,
¢, = b, +b, - 3b,
eine Basis des R® bilden.
Es seien U und v linear unabhangige Vektoreneines reellen Vektorraums. L: 39

Welche Teilmengen von {G+V, U—2V, 24—V} sind linear unabhangig?

Gegeben sind zwei Basen B, = {51, b,, 53} und B, ={a, a,,a,} bezialich der Standardbasis.

Gibt es Vektoren, die beziiglich der Basen B; und B, dies

1 2 -1 . (4
a) a,=| 1|;a,=|1];3a=| 1|, und ' =|0
-1 1 2 1
1 -2 1 |
b) a,=[2]|;a,=| 3|;a;=|1|, und b, 1
5 1 1 4)
3 1 . 3 \
c) a;=|5|;a,=| 4| a,= vy =(’|
0 -5 4 S
) ( n 1 1
Gegeben sind die” .oren by = | b, = —1J, =11
| 3 -1

a) Sind diese Vek.  *"  .r unabhangir

b) ., ‘ineark. ~nation®  opqundb, dar.

L: 40

en Koordinaten bes  n?

1\ (1)
1], b,=| 2
0 4

L: 43

Fir welchesag 1t V= L—\ J zu dem von by, b, und b, aufgespannten

a

tervektorraum s R3?

Gegeben si i 41J
2

\_
a)  Ermittle dim[a, b, 6] und dim[é, BJ:

el

L: 44

b)  Fiirwelches t ist d, <[8,6]? Ermittle dann die Koordinaten von d; bzgl. & und b.

c) Berechne fir t=-4 die Koordinaten von at bzgl. der Basis {é, b, 6} .

Friedrich Buckel
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Untervektorraume und Lineare Hiillen
aus Text 61110

1 a) Gegeben ist die Gleichung X, +2X, — X, +5x, =0 im R*.
Zeige auf zwei Arten (wie soeben gesehen), dass ihre Lodsungsmenge ein
UVR des R* ist.

b) Zeige allgemein:
Die Lésungsmenge der linearen, homogenen Gleichung c,x +c.X,=0

ist ein Untervektorraum des Vektorraums R" allern-T ..

c) Zeige, dass die Lé6sungsmenge der inhomogenen line  :n Gleichung

X, +2x,—X; =1 kein Untervektorraum des R*® ist.

4
2 Welche der folgenden Teilmengen des R?sind Un  v.  rdume. ~ai v J
A2
b) MZZ{)—(|X1+X2=O}
C) M32{2|X1+X2—5}
d) My ={x|x =0
e) Mg={X|x;-x,
3 Bestimme Dimens ‘ndeine” svon U= {é ; BJ mit
- ( 41 e - 4\ (-8
a) a=! 2!l b=|12 /) a=|-8|, b=|16
- -9 6 1
4 " Jamme Dimension  ‘eineB.. von U= [é :b; 6] mit
(-1 1 B 1 (-1 1 _ (0
a) a=| 1|; b=|-" undc=| 1|, b) a=| 1{; b=|-1{und c=|0
1 i -1 1 1 2
1 -1 1 0
- " a = | 1. z_| o0 - |1
c) a=|1 41{und c=| 0 d) a= ; b= und c =
o) b 5 1 1 0
0 1 2
1 1 1
5 Gegeben sind die Vektoren b; =0, b, =(-1|, by =| 1 |.
1 3 -1
a) Sind diese Vektoren linear unabhangig?
b)  Stelle 53 als Linearkombination von b, und 52 dar.
2 — — —
c) Fir welches a gehért v=| -3 | zu dem von by, b, und by aufgespannten
a

Untervektorraum des R3 ?

L: 45

L: 47

L 48

L 49

L 51
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6

10

11

Gegeben: a=(-2|10), b=(121), ¢ =(0|5/2), d=(-3|-1|-1) L 52

a) Zeige, dass 3, b und ¢ linear abhangig sind.
b)  Stelle d ,allgemein“ durch 3, b und ¢ dar.

C) Zeige, dass e=(0|5|—1) nicht durch 3, b und ¢ dargestellt werden kann.

d) Welche Dimension hat deraus 3, b und ¢ erzeugte Untervektorraum?

1 3 5 1 4
Gegebensind a;=| 2 |, a,=(-1}; a3=|3| und U=|-3| v=|1 L 53
-1 2 0 4 1

a) Welche Dimension hat die Menge aller Linearkombinationen aus a4, a, und as, also die
Menge U=[d,d,,33]? Gib eine Basis von U an.

b) Welcher der Vektoren u, v gehort zu U?

3
c) Nunsei a, =£ 2 J . Zeige, dass auch {a;,8,,8,} = Basisdes R> bilt
5

Bestimme Dimension und eine Basis der Losungs . U von X, —2X;+4 =0.L:54

Bestimme Dimension und eine Basis der Schnittmen,. U= ~U, mit L: 55

1 2 S Y]
a) U={|2||-2||und U, = I
2 [sﬂ [Pt

b) U= ; ,(—2"\1 and UZ:”T}[CSJJ

2)1 ) 7)1

(1)(2 0)(1
GegebensindzweiL ¢  aume des R3 = M 2 ][ 1 H und U, = [[ 3 ][—1]}
-2){-5 —4)( 2

a) g ‘lbund L rschiedr .nd.

b) .estimme . ‘emdie. In*  _:ktorrdume eine lineare homogene Gleichung, deren
Lésungsmeng. darste..
Ermittle eine Ba.  {er Schnitmenge U; nU,.

C Zeige durch Ange  eines Gegenbeispiels, dass die Vereinigungsmenge U;uU, kein

Un.  ktorraum des ’ sein kann. L: 57
X

a) Best. . Basis des Untervektorraums U; =4| y || 2x+y—-3z=0 L: 59
z

23\ (-1
b) Bestimme a, b und ¢ so, dass die Vektoren von U, = [[5}( 5 H Ldsungen der
3)1 1

Gleichung ax+by+cz=0 sind.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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12

13

14

15

16

17

1 2 -1 0 5
: . = _ |4l g | 1| =_|4] 5_17| z_1|8 4 .
Gegeben sind die Vektoren a = 3,b_ 3 €= , d= 3 €=[4 des R". L: 60
1 -2 0 4 0
a) Sind 3, b und ¢ linear unabhangig? Welche Dimension hat der Untervektorraum

U=[3 b, ¢]?

b)  Gehodren d und & zuU?

als Linearkombination durch 3, b, ¢ und é dar

1 2ﬂ T2 ( 1
Im R* sind diese Untervektorraume gegeben: U = (1) , _31 2 =MOJ . _% L: 62
z L

AN

c) Stelle U=

200

a) Zeige, dass U4 kein Untervektorraum von U ist.
b) Ermittle Bestimmungsgleichungen fiir U; und ‘1.
c) Ermittle eine Basis und die Dimension der « menge U,.

Xq+2Xy =5, +

-0 .
wird ein welterer
X1— Xo+2X5 2X4

d) Durch das Gleichungssystem {

Untervektorraum U; definiert “*imme seine S nittme mit U;.
Gegeben sind zwei Untervel  -dume v.  *: L: 65
X4 X4
U, = X3 | 1+ X, —2%5 - 9 ung 1, = Xy [| X=X, =0
X4 1= Xy +2X3- 4, =0 X3 | Xg—=X,=0
X4) %4
Bestimme eine Basis vo Jdo, UynU, 1m J,@U,.
Welch~ haben « Raume”
. 3 X X; =X, —X3 =0 .
»geben ist der Unten.  orraum Uy von R* durch U, =<| x, || L: 67
x Xy + X, —2X5 =
3

Bestin. ainen Unter  .corraum U, von R?, so dass gilt: U,®U, = R3.

Gegeben seie. . Untervektorraume des R?: U, = Kg} U, = KOH U, = K}

]

0 1
Zeige, dass das Distributiv in der Form (U;+Uy)nU; = (U1 mU3)+ (U, nUy)
nicht gilt.
X4 r
Essei U =1|x, |eR¥|x;+X,-x;=0fund U, =4|2r| | reR L: 69
X3 3r

Gilt hier: U, ®U, =R* ?
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Aufgaben

12

Stelle X als Linearkombination von a undb dar (Zeilenvektoren):

a) Gegeben:

Ansatz:

d.h.
d.h.

d.h.

Additionsverfahren:

(1)+2-(2):

Aus (2) folgt damit

Ergebnis:
b) Gegeben:
Ansatz:
d.h.
d.h.
Additionsverfahren:
a4 S (2) :
In (2):
Ery 'S
c) Gegebel.
Ansatz:
Es folgt

Additionsverfahren:

x =(-8|16), a=(2/5), b=(-4/2)

(-8116)=r(2]5)+s(-4]2)
(-8116) =(2r—4s|5r+2s)

e il

12r=24 < r=2
2s=16-10=6 < s=3

x=2a+3b

x=(2/5), a=(-5] + 3[7)

(2)-2-(1) ergibt 0=-2.

Dieser Widerspruch zeigt, dass X keine Linearkombination aus aund b ist.

Friedrich Buckel
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